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Epreuve de Mathématiques 2 MP

PREMIER PROBLEME

Partie 1
1
1. a. Soit & € R. Pour n € N*, posons an = —.
n
a 1\ %
ntll <1 + —> ~ 1.
an n n—+oo

La régle de d’ALEMBERT montre que la série entiére proposée a un rayon de convergence égal & 1 et donc

]—1,1[C Dy C [-1,1].

1\ _1\n
e Pour x = —1, si a <0, la suite (( ) ) ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo et la série de terme général
] _ n
diverge grossiérement et si & > 0, la suite (E) tend vers O en décroissant et la série de terme général ( ) converge
en vertu du critére spécial aux séries alternées.
1
e Pour x = 1, on sait que la série de terme général o converge si et seulement si o > 1.
En résumé ,
Sia<0,De=]—-1,1[si0<a<1,Dy=[-1,1etsiax>1, Dy =[-1,1].
b. On sait que la somme d’une série entiére est de classe C*® sur son intervalle ouvert de convergence et donc
Vo € R, fy est de classe C*® sur | —1,1[.
2.a. -1e Dy & «>0. Soit donc « €]0, +ool.
Montrons dans ce cas que la série entiére de somme f, converge uniformément sur [—1,0[.
+o00 Xk
Soit 1 € N*. Pour x € [—1,0], on pose Ry (x) = Z -
k=n-+1
. ) . x" X" i o : :
Soit x fixé dans [—1,0[. La suite { (—1)"— ) = — ] est positive et tend vers 0 en décroissant (produit de deux suites
n n

décroissantes et positives). D’aprés une majoration classique de la valeur absolue du reste d’ordre n d’une série alternée,
on a

Xn+1 |X|n+1 1

(n+1)*

1) T (n 1)

Re(x)] < ’

On en déduit que

1
vn € N¥| Ra(x)], x e [-1,0[} < ————.
sup {[Rn (x)| [ [} < I
1
Comme — 7 tend vers 0 quand n tend vers +oo, la série entiere de somme fo converge uniformément vers f, sur

(n+1)

[—1,0[. On en déduit que f, est continue sur [—1,0[ et en particulier en —1.

Vo € R, (fy est continueen —1& —1 €Dy & o> 0).
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b. Soit ¢ > 1. On sait que f, est dérivable sur | — 1, 1[ et que f/ s’obtient par dérivation terme a terme. Pour x €] — 1, 1],
on a

+00 1

frx) =Y :LH et done xf’,(x) = fo_1(x).

n=1

Maintenant, o« — 1 > 0 et d’aprés 2.a., o1 est définie et continue sur [—1,1[. Ainsi, quand x tend vers —1 par valeurs
supérieures, ), a une limite réelle égale & —fy_1(—1).

En résumé,
e T, est continue sur [—1, 1],
e Ty est de classe C' sur ] —1,1],
e f a une limite réelle quand x tend vers —1 par valeurs supérieures.
D’aprés un théoréme classique d’analyse, f est de classe C' sur [1,1[ et en particulier dérivable en —1 avec f/(—1) =

_foc—l (_] )

Vo > 1, f« est dérivable a droite en —1 et f (—1) = —fy_1(—1).

En effet

f5(—=1) =1n2.

3.a.1 €Dy & > 1. Soit donc « €]1,4+00[. La série de somme f, est normalement convergente sur [—1, 1] car pour
tout réel x € [—1,1] et tout n € N*,

n

1

n«

X

n«

)

1
ol — est le terme général d’une série numérique convergente. La somme est donc continue sur [—1,1] et en particulier
n

en 1.

Vax € R, (fy est continueen 1 & 1€ Dy & a>1).

b.1¢ Dy & « < 1. Soit donc o €] — oo, 1].
La fonction f est croissante sur [0, 1] en tant que limite simple sur [0, 1{ d’une suite de fonctions croissantes sur [0, 1[. T«

admet donc en 1 une limite & gauche dans ] — 0o, +00].
Soit N € N*. Pour x € [0, 1],

+00 1
lim fo(x) > — =400 (car & < 1).
x—1 = n%
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Va €] — oo, 1], lim fy(x) = +o0.
x— 1

x<1

c. Soit & > 2. D’aprés 2. b., pour tout x €] — 1, 1[, xf (x) = f—1(x) et comme en 2.b., la fonction f, a une limite réelle
quand x tend vers 1 (puisque ax — 1 > 1) égale a f_1(1). Donc

Vo €]2, +ool, f« est dérivable en 1 et £/ (1) = fo_1(1).

4. a. Soit o > 1. |
fe(0) =1>0etsix€]0,1], fi(x) = ;f“,l (x) > 0.
Soit x €] — 1,0[. La série de somme f,_1(x) est une série alternée. La somme de cette série donc du signe de son premier

terme x c’est-a-dire stictement négative et encore une fois f/ (x) = —fy_1(x) > 0.
X

Voo > 1, ] est strictement positive sur | — 1, 11.
b. Pour x €] — 1, 1],

xf4(x) Z%:—ln]—x)

ce qui reste vrai pour x = —1 d’aprés 2.

Vx € [1,1[, xf}(x) = f1(x) = —In(1 —x).

In(1T—x
c. Pour x €]0,1[, f5(x) = —M. Cette expression tend vers +o0o quand x tend vers 1 par valeurs inférieures. Un

théoréme classique d’analyse permet alors d’affirmer que la fonction f; n’est pas dérivable en 1T mais que sa courbe
représentative admet en son point d’abscisse 1 une demi-tangente paralléle & I’axe des ordonnées.

5. a. Théoréme local de DIRICHLET. Soit f une fonction définie et ce classe C' par morceaux sur R & valeurs dans R
f(xt)+f(x7)

> .
b. La fonction g est 2m-périodique et de classe C! par morceaux sur R car g et g’ ont une limite réelle quand x tend vers
27 par valeurs inférieures. D’aprés le théoréme de DIRICHLET, la série de FOURIER de g en x = 0 converge vers

ou C, 2mt-périodique. La série de FOURIER de f converge en tout réel x vers

g(0")+g(07) g(0)+g(2n) 4n?

_ _ 52
> = > =5 27~
Calcul de an(g) (le calcul de by (g) est superflu).
1 [ 8m?
ao(g) = %J'o x* dx = 3
et pour n € N*|
-I 27t
an(g) = —J x? cos(nx) dx
T Jo
.I . 27 27 . 2 27
= — ([XZM} —J' 2Xs1n(nx) dx | = ——J' x sin(nx) dx
s n 0 0 n nm ),
2 27 27
_ 2 ([x y _cos(nx)] _J ~ cos(nx) d )
nm n 0 0
2 4
=3 [x cos(nx)ly” = —.
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Donc

— 400 2 400
>, 9(0")+g(07)  aolg) ) 4w 1
2m? = 5 == +;an(g)cos(nxO)+bn(g)sm(n><0)—T+4HZ:1¥,
et finalement
1 5, 4m s
fz(”—;ﬁ—z(z -T)-%
2
T
C.
+o0 +o0 “+o00o “+00
(=1nm 1 1 2 1 2
f2(=1) 2 22 TS [y 143 LT
Donc
2
s
fo(—1) = TR
6. Graphe de f,.
n/6f————————-
T >
A
w/ |
4 [
> |
[
[
|
[
|
| |
| T
—:1 1
|
|
|
|
|
—————————— —m?/12
14
Partie I1

+oo
1. a. Posons S = Z anx™. S est un réel strictement positif au vu des hypothéses faites sur la suite (an)nen.

n=0
Quand n tend vers +oo, pour x réel non nul donné, S;,x™ ~ Sx™ de sorte que la série numérique de terme général S,;x™

converge absolument si [x| < 1 et diverge grossiérement si [x| > 1. Le rayon de convergence de la série proposée est donc 1.

Sur lintervalle ] — 1,1[, la série entiére de somme g est le produit de CAUCHY des séries entiéres de termes généraux
respectifs x — x™ et x — anx™. Donc, pour x €] —1,1],

o +o00 +oo (X)
Z Spx™ = <Z anx"> <Z x") = 1g—x'
n=0 n=0 n=0
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b. Soit x €] — 1, 1[.

gx)—g(1) _ g(1)  glx) e oo +00 +oo
x—1 :1—x*1—x25£" *ésnx :T;)(S—sn)x :T;Rnx.

2. a. Puisque a,, ~ by, on sait que Rp =Rq =1.
n— +oo

I3
b. Soit € > 0. Il existe un entier naturel non nul N tel que (n > N — |a,, — by| < =a,. Soit alors x €]0, 1[.

2
+o00 “+o00 “+o0
Z anx™ — Z bx™| = Z(an —ba)x™
n=0 n=0 n=0

N-—1 +00 N—-1 c +00
<D lan—balk™+ ) lan —balx" < ) lan—bal™+5 ) anx®
n=0 n=N n=0 n=N

N-1 ¢ 400
< Z lan — bax™ + 5 Z anx™.
n=0 n=0

Maintenant, g(x) tend vers +oo quand x tend vers 1 par valeurs inférieures. En effet, la fonction g est croissante sur |0, 1]
en tant que limite simple d’une suite de fonctions croissantes sur ]0, 1[ (puisque les a,, sont tous positifs) et admet donc

n
une limite & gauche en 1 dans ] — oo, +00]. De plus, pour n € N donné et x €]0,1[, g(x) > Z axx®. Par passage a la
k=0
limite quand x tend vers 1, on obtient
n
lim > .
m g(x) > Z Qi
k=0
Cette inégalité étant valable pour tout entier naturel n, quand n tend evrs +o0o on obtient
+oo
lim o) > 3 ay = +oo.
n=0
et finalement
lim g(x) = +oo0.
x—1
—1
N—1 N—1 Z lan —bnlx™
Mais alors, puisque lim Z lan — bn|x™ = Z < 400, on en déduit que lim n=0 = 0. Par suite, il existe
x— 1 x— 1 g(X)
n=0 n=0
N—1

Z [an —bnfx™ N—1

n=0 < % ou encore Z lan — bax™ < %g(x). Pour x €]1 — «, 1], on a

n=0

a €]0,1[ tel que pour x €]1 — «, 1],
g(x)

donc

+00 +00 e +00 e +00 +00
E anx™ — E box"| < 7 E anx™ + 7 E anx" =¢ E anx™.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
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On a montré que

+o0 +o00
Ve > 0,3 €]0,1[/ Vx €]1 — o, 1], Zanx anx <£Zanx“,
n=0 n=0

ce qui achéve la démonstration.

1

3. Posons ap = 0 et Vn € N*, an = —. La suite (an)nen vérifie les hypotheses de la question 1. et d’apres IL1.b. et
n

15.b., pour x €] — 1, 1],

+o00 2 +o00 +o00 1

f200 =21+ (x =1 ) Rax" =T+ (x=1) ) Raox*oiRn= Y

n=0 n=0 k=n-+1

Déterminons alors un équivalent de R, quand n tend vers +o0.

1
Quand k tend vers +o0, 0 < o Tk(k—1) = 1 & La régle de ’équivalence des restes de séries a termes positifs

convergentes permet d’affirmer que quand n tend vers +oo,

“+o00
1 1 | .
Ry ~ Z (ﬁ — E) == (série télescopique).

En particulier, la série de terme général R,, est divergente. D’aprés I1.2.b., quand x tend vers 1,

+00
ZRnx Z———ln1—x)
n=0

Finalement,

+
fa(x) =

7.[2
= et (1—x)In(1 —x) + o((T —x)In(1 —x)).

o0
XT‘L
2 %1

n=1
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